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AVANT-PROPOS 
I1 y a fort longtemps que nous sommes occup6 des graphes planaires homo g/rues 
de degr6 3. A l'6poque nous les d6nommions r6seaux cubiques. Nous les avons 6tu- 
di6s en liaison avec la surface qui leur servait de support. Pour cela nous avons utilis6 
la m6thode de Veblen que nous avions d6jh raise ~ profit pour l'61aboration de notre 
th~se de doctorat intitul6e "Questions d'analysis situs". Cela nous a permis de montrer 
l'effet de la surface portante sur les propri6t6s du graphe envisag6. Ainsi on congoit 
fort bien que le graphe qui est support6 par un tore par exemple, ne se pr6sente pas 
du tout de la m6me mani&re que celui qui est trac6 sur une sphere. 
Entre 1923 et 1930 nous avons fair plusieurs communications d'une part il la So- 
ci6t6 math6matique suisse, d'autre part au Cercle math6matique de Lausanne que 
nous avions fond6 en collaboration avec le regrett6 professeur Gustave Juvet. En 1923 
le professeur J. Hadamard, membre de l'Institut de France, a pr6sent6 en notre nora 
h l'Adad6mie des sciences de Paris une Note intitul6e "Quelques propri6t6s des r6- 
seaux cubiques trac6s sur une sphere" dans laquelle nous r6partissions en 3 types 
distincts les r6seaux quadratiques contenus dans un r6seau cubique donn6. 
Les graphes homog~nes de degr6 3 que nous consid6rions alors 6taient r6ductibles, 
envertu d'un th6or~me de Petersen, cela de diverses mani6res, en un graphe homog~ne 
de degr6 2 et un graphe homog~ne de degr6 1. Nous avons ainsi 6t6 amen6 it classer 
les graphes homog~nes de degr6 2 en trois types ayant les caract6ristiques suivantes: 
Type I. Le graphe homog~ne de degr6 2 est d'un seul tenant. I1 est repr6sent6 par 
un contour ferm6 unique qui passe par l'ensemble des sommets du graphe de degr6 
3 consid6r6. 
Type II. Le graphe homog6ne de degr6 2 est form6 de deux ou de plusieurs contours 
ferm6s, chacun d'eux renfermant un nombre pair d'ar~tes. 
Type III. Le graphe homog6ne de d6gr6 2 comprend 6galement deux ou plusieurs 
contours ferm6s, certains d'entre eux ayant un nombre impair d'ar6tes. 
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Dans la suite pour 6viter des longueurs nous designerons les graphes homogenes 
de degr6 2 sous le nora de "graphes R" tandis que les graphes homog6nes de degr6 
1 sous le nom de "graphes L". 
PREMIERE PARTIE 
Le Cas g~ndral 
Un poly6dre renferme des laces, des ar6tes et des sommets. I1 peut 
exister des faces limit6es par 2 ar~tes seulement comme aussi des faces 
qui ont en commun 2 ar~tes fronti~res ou m~me davantage. Les faces 
sont des fragments de surface limit6es par un contour ferm6 unique. 
L'essentiel enfin est que l'ensemble des ar~tes constitute un graphe 
homog~ne de degr6 3. 
On d6nombre s6par6ment les faces, les ar~tes et les sommets. Admet- 
tons qu'il y ait a2 faces num6rot6es de 1 /t a2, al ar~tes num6rot6es de 
1 b, a a et ao sommets numdrot6s de 1 h %.  L'ordre de num6rotation est 
indiff6rent. 
A l'aide des sommets et des arates du poly6dre, on dresse une matrice, 
la matrice A, de % lignes et de a~ colonnes. Une ligne se repporte/t un 
sommet, une colonne 5. une arate du polybdre. Cette matrice ne contient 
que des nombres 0 et 1. Chaque colonne renferme 2 nombres 1. Les 
op6rations d'arithm6tique s'effectuant selon le module 2, seuls les hom- 
bres 0 et 1 interviennent. Le rang de la matrice A est 6gal 5, a o - 1. 
De la matrice A on tire un syst6me d'dquations lin6aires et homog6nes: 
le systkme 1. a 0 -- 1 de ces 6quations sont lindairement inddpendantes 
Le syst6me 1 a donc a l - ao + 1 solutions lin6airement inddpendantes. 
A l'aide des ar6tes et des faces du poly~dre, on dresse une seconde 
matrice: la matrice B, de a~ lignes et de a2 colonnes qui ne contient 
6galement que des hombres 0 et 1. Une ligne se rapporte /~ une ar&e, 
une colonne / tune face du poly~dre. I1 y a 2 hombres 1 dans chaque 
ligne. Le rang de la matrice Best 6gal b, a~ - 1. Chaque colonne de cette 
matrice ddfinit une solution en hombres 0 et 1 du syst6me 1, laquelle est 
reprfsent6e sur le poly6dre par un contour ferm6, la fronti~re de la face 
correspondante. 
Dans cette 6tude nous n'envisageons que des graphes homog6nes de 
degr6 3 tracds sur une sph6re. Nous pouvons done appliquer aux poly~- 
dres qui en d6coulent le th6or6me d'Euler. Cela donne: 
al -- ao-? 1 = a2- -  1 =#,  
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OU 
# - -  1 - -  
(Z o r 
2 3 
Le nombre/~ fixe la classe du poly~dre. 
I1 s'en suit que le nombre des sommets d'un tel polybdre st pair tandis 
que celui de ses ar~tes est un multiple de 3. Mais ce qui dolt retenir 
notre attention d'une fagon plus particuli~re c'est le fait que a 2 - 1 
colonnes de la matrice B constituent une matrice fondamentale de solu- 
tions du syst6me I. Cela signifie qu'/t l'aide de ces coIonnes on obtient 
routes les solutions du systbme 1 qui ont une signification g6omdtrique. 
I1 yen  a 2~ - 1. La solution 0 est 6galement une solution du syst~me 
1, mais elle n'a pas d'interprdtation gdom6trique. 
Ces solutions ont repr6sent6es sur le polybdre par des contours ferm6s, 
ou des ensembles de contours fermds qui comprenent 2, 3, ... au maximum 
a0 ar~tes. Dans ce dernier cas, la solution caractdrise un graphe R. Les 
arates restantes, en nombre 1/2 ao, toutes s6par6es les unes des autres, 
ddfinissent un graphe L. 
I1 nous a paru int6ressant de rechercher le nombre n de graphes R qui 
sont contenus dans un graphe homog~ne de degr6 3 donnd. On remarque 
bien vite que pour un # d6termin6, il existe en g6n6ral plusieurs graphes 
homog6nes de degr6 3 distincts (parfois marne beaucoup), chacun 
d'eux ayant un nombre particulier n de graphes R. 
Enlever une des colonnes de la matrice B revient/~ supprimer une des 
faces du poly~dre. Jusqu'ici toutes les ar~tes 6taient des ar~tes de liaison 
puisqu'elles oudaient entre elles deux faces adjacentes du poly6dre. 
Maintenant les ar~tes limitant la face qui a 6t6 enlevde ne sont plus 
adjacentes qu'/t une seule face. Ce sont des arYtes libres. 
Nous regarderons la face qui a 6t6 supprimde comme la face de base 
du poly6dre. Suivant une m6thode qui est courante en topologie, nous 
admettons que cette face de base a 6td suffisamment 6 ir~e dans tousles 
sens pour faire apparaitre, dans leurs positions respectives, toutes les 
autres faces du poly6dre. I1 va de soi que suivant la face qui a 6t6 choisie 
comme face de base, l'aspect du poly6dre peut changer. Ce n'est outefois 
qu'une simple apparence car le poly~dre a pas dt6 modifi6 dans sa struc- 
ture. 
Noun conviendrons de d~signer par k le nombre des ar~tes qui limitent 
la face de base. Ce nombre, comme nous le verrons, revient constamment. 
Nous l'indiquerons donc entour~ d'un petit cercle. Nous aurons ~t nous 
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pr6occuper de sa parit6, comme du reste de celle des frontibres de toutes 
les faces du poly6dre examin6. Aussi pour 6viter des rdp6titions inutiles, 
nous conviendrons une fois pour toutes, de d6signer sous le nom de 
face paire toute face du polybdre dont la fronti6re comporte un nombre 
pair d'arates. Si ce nombre est impair, la face elle-mame st dite impaire. 
ll n'est peut ~tre pas inutile d'illustrer ce pr6ambule par quelques 
exemples imples. Ceux que nous avons choisis appartiennent 5, la classe 
# = 5. Ils ont doric 6 faces. Nous les avons repr6sent6s planche 1 en 
choisissant comme face de base celle qui a le plus grand ou le plus petit 
hombre d'arates et 6ventuellement un cas interm6diaire. En voici du 
reste la composition 
(a) (b) (c) 
4.3 2.3 1.2 
2.6 2.4 2.3 
2.5 1.4 
2.6 
(d) (e) 
1.2 1.2 
1.3 2.3 
2.4 1.4 
1.5 1.5 
1.6 1.7 
CC 
PLANCHE 1 
Examen d'un Exemple particulier 
Pour faire comprendre la m6thode que nous allons utiliser, nous 
pensons que le mieux est de partir d 'un exemple concret. A cet effet, 
nous reprenons l'exemple (b) planche 1, qui se compose de 2 triangles, 
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2 quadrilat6res et 2 pentagones. Quelle que soit la face que l'on choisit 
comme face de base, le syst6me 1 comporte 8 6quations h 12 inconnues. 
I1 y a 31 solutions que l'on consigne dans un tableau D de 12 lignes et 
31 colonnes. Celles-ci sont r6parties en 5 groupes distincts que nous 
num6rotons /t l'aide de chiffres romains I, II, I l i , IV, V. En voici la 
disposition: 
TABLEAU D 
5 
45555 4 
3454554555 33444 3 
2345345455 2223343344 22233 2 
12345 1111222334 1111112223 11112 1 
Groupes I II Iil IV V 
Le groupe I a 5 colonnes qui caract6risent les faces du poly~dre prises 
dans l'ordre suivant lequel elks ont 6t6 num6rot6es. Nous d6signerons 
dor6navant le rang de chaque face sous le nom d'indice. Un indice se 
rapporte donc ~ une face du poly~dre. 
Le groupe 1I comprend 10 colonnes de 2 indices chacune. Cela fait 
en tout 20 indices. Chaque indice est ainsi r6p6t6 4 fois. Le groupe I I I  
a 10 colonnes de 3 indices, chacun d'eux 6tant r6p6t6 6 fois. Le groupe IV 
dispose de 5 colonnes de 4 indices chacune. Le groupe V enfin ne com- 
prend qu'une colonne de 5 indices. 
Rappelons la notation bien connue des coefficients du bin6me de 
Newton: 
/z _ #! ) 
/r / k~(# - ~)! 
La r6partition des colonnes du tableau D est la suivante: 
Groupe Nombre de colonnes par groupe 
I 5 
II 10 
III 10 
IV 5 
V 1 
Total 31 =25-  1 
Ce sont 1~ bien entendu les coefficients du bin6me 2 a. Le premier de 
ces coefficients fait d&aut attendu qu'il se rapporte h la solution 0 qui 
n'a pas de signification g6om&rique. 
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Les colonnes du groupe 1 ont trait aux faces du poly~dre donnd. Elles 
dffinissent des solutions du syst6me 1 qui repr~sentent les diff6rentes 
fronti6res de ces faces. 
Les autres colonnes du tableau D sont le rdsultat des additions respec- 
tires des colonnes du groupe I effectudes conformdment aux indices qui 
les caractdrisent. I1 convient toutefois de rappeler que ces operations 
s'effectuent selon le module 2 et que par consequent l -- 1 -- 0. Cela se 
produit lorsque les faces utilisfies sont adjacentes et ont de cet fait une 
(ou des) ar~tes communes. Une telle arate de liaison ddtermine pour 
nous un double-indice. 
L'examen dutableau D montre que chaque indice 1, 2, 3, 4, 5 apparait 
une lois dans le groupe I, 4 fois dans le groupe II, 6 fois dans le groupe 
llI, 4 fois dans le groupe IV et une fois dans le groupe V, ce que nous 
rdsumons dans le tableau qui suit: 
Groupe R6p6tition du m6me indice 
I 1 
lI 4 
III 6 
IV 4 
V 1 
Total 16 = 2 * 
Cela rdsulte directement des propridtds du bin6me. On reconnait lh 
d'ailleurs les coefficients du bin6me 24. 
I1 convient d'examiner de la m~me faqon la rdpartition des doubles- 
indices 1.2, 1.3, 1.4, 1.5, 2.3, 2.4 .... ,4.5. I1 n'y en a pas bien entendu 
dans le groupe I. Dans les autres groupes leur nombre est fixd par les 
coefficients du bin6me 23. 
Groupe R6p6tition d'un double-indice 
I 0 
II 1 
III 3 
IV 3 
V 1 
Total 8 23 
Tels sont les caract6res qui nous ont engag6 ~ remplacer le tableau D 
par un nouveau tableau double de 16 lignes, le tableau A en introduisant 
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le groupe 0. De cette fagon les groupes 0 et V, ! et IV, I I  et II I , qui ont 
le m~me hombre d'616ments, ont plac6s en regard l'un de l'autre. Les 
colonnes du tableau D sont devenues les lignes du tableau A. 
On doit prendre garde au fait suivant. Le groupe 0 caract6rise la solu- 
tion identiquement nulle qui est, comme nous l 'avons dit du reste, une 
solution du systbme l. Nous allons voir qu'elle s'associe d'une faqon 
tr6s heureuse aux solutions paires. 
Mais auparavant constatons que l 'on peut consid6rer commecompl~- 
mentaires, par exemple, l'indice Ie t  l'ensemble des indices 2, 3, 4, 5 ou 
les ensembles 1, 2 et 3, 4, 5 ou encore les ensembles 1, 2, 3 et 4, 5, etc. 
Dans le tableau A les indices et les ensembles d'indices compl6mentaires 
sont situ6s sur la m~me ligne. C'est ainsi que ce tableau A comprend 2 
lois 3 colonnes. 
Dans la colonne (1) on inscrit, dans le groupe I, le nombre d'ar~tes qui 
limitent la face indiqu6e, puis dans les groupes suivants, les sommes 
pures et simples de ces nombres. 
La colonne (2) est r6serv6e aux doubles indices, autrement-dit au 
nombre d'ar~tes de liaison que l 'on trouve suivant la face de base qui a 
&6 choisie. 
La colonne (3) enfin donne le nombre d'ar~tes de chaque solution du 
systbme (1). Ce nombre est le r6sultat de la soustraction de celui de la 
(1) (2) (3) (~) (1) (2) (3) 
0 0 1,2,3,4,5 19 7 5 
I 3 3 2,3,4,5 16 5 6 
2 3 3 1,3,4,5 16 5 6 
3 5 5 1,2,4,5 14 3 8 
4 4 4 1,2,3,5 75 4 7 
5 4 4 1,2,3,4 15 4 7 
1,2 6 6 6 3,4,5 13 3 7 
1,3 8 1 6 2,4,5 11 2 7 
1,4 7 1 5 2,3,5 12 3 6 
1,5 7 7 2,3,4 12 2 8 
2,3 8 1 6 1,4,5 11 2 7 
2,4 7 7 1,3,5 12 2 8 
2,5 7 1 5 1,3,4 12 3 6 
3,4 9 1 7 1,2,5 10 1 8 
3,5 9 1 7 1,2,4 10 1 8 
4,5 8 1 6 1,2,3 11 2 7 
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colonne (1), de la marne ligne, diminu~ de deux lois le hombre de la co- 
lonne (2) quand ce dernier existe. 
Tels sont les caractbres de la mdthode d'investigation que nous avons 
adoptde. Nous appliquons cette m6thode ~ l'exemple (b) pr6cit6 Planche 1 
en choisissant out d'abord comme face de base un pentagone, ce que 
nous indiquons par le chiffre @. 
L'examen de ce tableau conduit aux constatations suivantes: 
(a) Le nombre k = 5 est mentionn6 au haut du tableau. 
(b) Le total des arates des 5 faces 1, 2, 3, 4, 5 est 6gal/t t -- 19. C'est 
un nombre impair. 
(c) Sur chaque ligne, la somme des deux nombres des colonnes (1) 
est 6gale /~ t. 
(d) Du moment que t est un nombre impair, si Fun des nombres de 
la colonne (1) ou de la colonne (3) est impair, l 'autre est pair. 
(e) On remarque que le 0 du groupe 0 retre dans la catdgorie des 
solutions paires. 
(f) I1 s'en suit qu'/l toute solution impaire du syst~me l, correspond 
une solution paire et rdciproquement. 
(g) Le syst6me I a donc 16 solutions impaires et 16 solutions paires, 
la solution 0 6tant incorpor~e aux solutions paires. 
Nous consignons ces solutions dans le tableau qui suit d'apr~s le 
nombre d'ar~tes qu'elles comportent. 
TABLEAU DU NOMBRE DES SOLUTIONS 
Groupes Nombre d'ar~tes Total 
3 5 7 0 4 6 8 
1 
2 5 
4 10 
2 4 10 
2 1 5 
1 
0 
1 
lI 
llI 
IV 
V 
2 1 
2 4 
Totaux 2 4 10 1 2 8 5 32 
I1 y a bien 16 solutions impaires et 16 solutions paires. On peut 6gale- 
ment les pr6senter en faisant apparaRre le total des ar~tes par groupes. 
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On est alors condui t / t  un nouveau tableau d que nous conviendrons de 
ddsigner sous le nom de tableau A eondensd: 
TABLEAU A CONDENSI~ 
Nombre d'ar6tes 
Groupes 
O) (2) (3) 
I 19 19 
II 76 7 62 
I l l  114 21 72 
IV 76 21 34 
V 19 7 5 
Totaux 304 56 192 
Faut- i l  rappeler que les nombres de la colonne (3) s 'obtienent en 
soustrayant de ceux de la colonne (1) le double des nombres de la colon- 
ne (2). 
Au surplus le total 192 n'est pas autre chose que le produit  de 12 par 
16, soit al 9 24 9 
I1 va de soi que l 'on aurait parfaitement pu rdp6ter les mSmes opdra- 
tions en choisissant comme face de base un triangle ou un quadrilat~re. 
Avec un quadri lat6re par example k = 4, t ~- 20. Le tableau A condens6 
aurait eu alors la disposit ion suivante: 
TABLEAU A CONDENSI~ 
(1) (2) (3) 
I 20 20 
II 80 8 64 
IlI 120 24 72 
IV 80 24 32 
V 20 8 4 
Totaux 320 64 192 
La r6partit ion des solutions dans les diff6rents groupes est sans doute 
diff6rente de la pr6c6dente, en particul ier sur chaque ligne du tableau A 
les solutions sont toutes deux impaires ou toutes deux paires, mais le 
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rasultat final est le m~me. Nous  allons le montrer  en reprenant l 'examen 
du meme exemple, mais en faisant en sorte que les faces 1, 2, 3, 4 soient 
les memes que pr6c6demment.  Ainsi seule la face 5 aura chang6. Elle 
6tait un quadri latare,  elle devient maintenant  un pentagone. Voici donc 
le nouveau tableau ,d. 
TABLEAU 1 
(1) (2) (3) (~) (1) (2) (3) 
0 0 1,2,3,4,5 20 8 4 
1 3 3 2.3.4.5 17 5 7 
2 3 3 1,3,4,5 17 6 4 
3 5 5 1,2,4,5 15 4 7 
4 4 4 1,2,3,5 16 5 6 
5 5 5 1,2,3,4 15 4 7 
1,2 6 6 3,4,5 14 3 8 
1,3 8 1 6 2,4,5 12 2 8 
1,4 7 1 5 2,3,5 13 3 7 
1,5 8 1 6 2,3,4 12 2 8 
2,3 8 1 6 1,4,5 12 3 6 
2,4 7 7 1,3,5 13 3 7 
2,5 8 1 6 1,3,4 12 3 6 
3,4 9 1 7 1,2,5 11 2 7 
3,5 10 1 8 1,2,4 10 1 8 
4.5 9 1 7 1,2,3 11 2 7 
Ainsi  que nous l 'avons annonc6, ce tableau A est sensiblement diffd- 
rent du pr6c6dent, t 6tant pair (t = 20) sur chaque ligne les hombres  des 
TABLEAU DU NOMBRE DE SOLUTIONS 
Groupes 3 
0 
I 2 
II 
IlI 
IV 
V 
Totaux 2 
Nombre d'arates 
Total 
5 7 0 4 6 8 
1 1 
2 1 5 
1 3 5 1 10 
4 2 4 10 
1 3 1 5 
1 1 
4 10 1 2 8 5 32 
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colonnes (1) et (3) ont rn~rne park& La r@artitions des solutions dans 
les diff6rents groupes a 6galernent chang& Pourtant le r6sultat final est 
demeur6 le rn~rne, ce qui est normal,  les contours ferm6s constituds par 
des ar6tes du poly~dre d6pendant de ce dernier et non pas de la fa~on 
de les obtenir. Voici au derneurant le tableau de r@art i t ion de ces solu- 
tions. 
Cornme pr6c6dernrnent il y a 16 solutions impaires et 16 solutions 
paires & la condit ion d ' incorporer  ~. ces derni6res la solution 0. 
Mais il y a mieux. Dans les deux tableaux A les  indices l, 2, 3, 4 ca- 
ract6risent les rn~rnes faces du poly6dre envisag& L' indice 5 se rapporte 
un quadri lat~re lorsque la face de base est un pentagone, tandis qu'i l  se 
rapporte /l un pentagone lorsque la face de base est un quadrilat6re. 
I1 s'en suit que les solutions du syst6me 1 qui ne font 6tat que des indices 
1, 2, 3, 4 sont exacternent les m~rnes dans les deux cas. Seules celles qui 
sont relatives/~ l ' indice 5 sont rnodifi6es. II nous a donc paru judicieux 
de grouper les deux tableaux A en un seul, ce qui nous a conduit  au ta- 
bleau suivant: 
TABLEAU A 
@ | @ | 
(1) (2) (3) (1) (2) (3) (1) (2) (3) (1) 
0 0 0 5 4 4 5 
1 3 3 3 3 1,5 7 7 8 
2 3 3 3 3 2,5 7 1 5 8 
3 5 5 5 5 3,5 9 1 7 10 
4 4 4 4 4 4,5 8 1 6 9 
1,2 6 6 6 6 1,2,5 10 1 8 11 
1,3 8 1 6 8 1 6 1.3.5 12 2 8 13 
1.4 7 1 5 7 1 5 1.4,5 11 2 7 12 
2,3 8 1 6 8 1 6 2,3,5 12 3 6 13 
2,4 7 7 7 7 2,4,5 11 2 7 12 
3,4 9 1 7 9 1 7 3,4,5 13 3 7 14 
1,2,3 11 2 7 12 2 7 1,2,3,5 15 4 7 16 
1,2,4 10 1 8 10 1 8 1,2,4,5 14 3 8 15 
1,3,4 12 3 6 12 3 6 1,3,4,5 16 5 6 17 
2,3,4 12 2 8 12 2 8 2,3,4,5 16 5 6 17 
1,2,3,4 15 4 7 15 4 7 1,2,3,4,5 19 7 5 20 
(2) (3) 
5 
1 6 
1 6 
1 8 
1 7 
2 7 
3 7 
3 6 
3 7 
2 8 
3 8 
5 6 
4 7 
6 5 
5 7 
8 4 
Ce double tableau A rn6rite une attention particuli6re. I1 ne faut pas 
oublier qu'i l  s'agit du m~rne poly6dre exarnin4 en partant  de deux faces 
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de base diffdrentes. Dans chacun des cas on a trouv6 16 solutions ina- 
paires et 16 solutions paires (0 y compris). 
Darts la moiti6 de gauche de ce double tableau A, les deux groupes de 
colonnes correspondant aux faces de base @ et @ sont identiques, ce 
qui n'a rien d'extraordinaire attendu qu'il s'agit des faces 1, 2, 3, 4 du 
poly6dre, lesqueUes ont les mames dans les deux cas. Leur fronti6re 
ext6rieure st celle des deux faces utilisdes comme faces de base (un qua- 
drilat6re et un pentagone), soit un polygone d'un hombre impair de 
c6tes. II s'en suit que le nombre des solutions paires (0 y compris) est 
6gal/t celui des solutions impaires et que ce hombre est 6gal h 8. 
Ainsi on est en droit de conclure que dans la moiti6 de droite de ce 
double tableau il y a 6galement pour chaque groupe de colonnes @ et @, 
6galit6 entre les solutions paires et les solutions impaires. Mais ce qu'il 
y a de curieux c'est que sur chaque ligne de ce tableau si la solution est 
paire en base (~ elle est impaire en base @ et rdciproquement. 11s'en 
suit que le total des arates des solutions paires est 6gal h celui des solu- 
tions impaires. C'est pr6cis6ment ce qu'il importait de mettre en 6vi- 
dence. 
Au surplus on constate encore que si, dans cette seconde moiti6 du 
tableau A, on parcourt le colonne (3) de haut en bas en base @, on re- 
trouve les memes olutions que si l'on parcourt de bas en haut la colonne 
(3) en base @. Ce qui se justifie aisdment. 
En rdsum6 l'ensemble des 23 solutions du syst6me 1comporte 12 >~ 16 
- a l '  24= 192 aretes. I1 y a 16 solutions impaires et 16 solutions 
paires qui totalisent chacune 
12 ~< 8 = ct~ 9 2 '~ - 96 arates. 
Ces r6sultats ne sont pas l'apanage de cet exemple seul. C'est ce que 
nous allons faire voir dans les pages qui suivent. 
Retour au Cas gdndral 
Rappelons que les poly6dres que nous examinons renferment aa faces, 
al aretes, a o sommets. Ils sont hom6omorphes h la sph6re. Leurs ar~tes 
forment un graphe homog6ne de degr6 3. Chaque face est limit6e par un 
seul contour ferm6, lequel comprend au minimum 2 aretes et au maximum 
%. La classe du poly~dre /~ = a2 - 1. Les matrices A et B ont 6t6 
dress6es. On a ~tabli le syst6me 1: syst6me d'6quations lin6aires et homo- 
GRAPHES PLANAIRES HOMOGENES DE DEGRI~ 3 423 
g~nes qui comporte 2u solutions (la solution 0 comprise). A l'exception 
de cette derni6re, routes les solutions du syst6me 1 sont repr6sent6es 
par des contours ferm6s, ou des ensembles de contours ferm6s, form6s 
par des arStes du poly~dre. 
I1 est dvident que si toutes les faces d'un poly~dre sont paires, toutes les 
solutions du syst+me 1le sont 6galement. II s'en suit que tousles graphes 
homogSnes de degr6 2 issus du graphe homog6ne de degr6 3 consid6r6 
ne peuvent 8tre que du type I ou du type II. II conviendra donc d'exa- 
miner dor6navant des poly6dres pr6sentant des faces impaires. 
Du moment que a 0 est un nombre pair, s'il existe des faces impaires, 
celles-ci sont en nombre pair. Si donc a2 est pair, toutes les faces du 
poly~dre peuvent 8tre impaires. Nous nous proposons de montrer que, 
quelque soit le nombre des faces impaires du poly~dre, le syst6me 1 a un 
nombre 6gal de solutions impaires et de solutions paires. Pour cela nous 
introduisons un tableau d dont la dispposition est la suivante: 
TABLEAU A 
Groupes Groupes Nombre de lignes par groupe 
0 /~ 1 
I #<_1 t* 
II I*--2 (,u)2 
III /z--3 (~)3 
IV /~--4 (t')4 
Le tableau A est donc double. 11 contient deux fois les 3 colonnes (1), 
(2), (3) expos6es dans l'exemple qui pr6c6de. Les ensembles d'indices 
compl6mentaires sont situ6s sur la mSme ligne. 
Dans la colonne (1) les lignes du groupe I mentionnent les nombres 
d'arStes qui limitent les ke faces du poly6dre retenues pour nos op6rations. 
La face de base est donc exclue. Darts les autres groupes on trouve les 
r6sultats des additions pures et simples des nombres du groupe I, ceci 
conform6ment aux indices qui les caract6risent. I1 convient de rappeler 
que chaque indice 1, 2, 3, ..., # se retrouve dans les diff6rents groupes 
un nombre de fois 6gal au coefficient correspondant du bin6me 2t,-1. 
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Si k est le hombre d'aretes limitant la face de base, le total des nombres 
du groupe I de la colonne (1) est 6gal it t, t -- 2al - k. Dans les autres 
groupes ce total est 6gal au produit de t par le coefficient correspondant 
du bin6me 2, -a ainsi que le montre le tableau suivant: 
Groupe Total des nombres de la colonne (1) 
I t 
I[ ( /~-  1)t 
lI[ (/t 2 1)t 
IV ('u -- 1) t 3
/~-- 1 ( / t  - -  1 ) t  
/t t 
La colonne (2) enregistre le nombre d'ar~tes de liaison qui subsistent 
dans le poly6dre lorsque l 'on a enlev6 la face de base. Ce sont les doubles 
indices dont il a 6t6 question prdc6demment. La face de base 6tant li- 
mit6e par k ar~tes, il reste un nombre r -- al - k d'arates de liaison, 
soit r doubles-indices. I1 n'y en a pas dans le groupe I. D6s lors chacun 
d'eux appara~t dans les groupes II, l l I, 1V .... un nombre de fois qui est 
fix6 par le coefficient correspondant du bin6me 2~ -~. 
I1 y en a par cons6quent r dans le groupe II et dans les groupes sui- 
vants les nombres indiquds dans le tableau ci-apr6s: 
Groupe Total des nombres de la colonne (2) 
I 0 
II r 
III ( /~  - -  2)r 
l* - -  1 (p - -  2 ) r  
pc r 
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La colonne (3) enfin donne le nombre des ar&es de chaque solution 
du syst6me 1. On l 'obtient en soustrayant du nombre de la colonne (1) 
le double de celui de la colonne (2) quand ce dernier existe. 
Ces consid6rations permettent de dresser le tableau A condens6 qui 
suit: 
TABLEAU A CONDENSE 
Groupe 
Nombre d'ar6tes 
Nombre 
d'616ments au total de liaison des solutions 
du par groupe par groupe par groupe 
groupe (1) (2) (3) 
0 1 0 0 0 
I /~ t 0 t 
II (#)2  (/z-- 1)t r (#- -  l ) t - -2 r  
III ( t~ -- 
IV (~)  ( / t - - l )  t3  ( / z22)  r (IZ--1 t3  ) - -2 (#2 2) r 
V (~)  ( / '41) t  ( / '32)  r ( l~41) t - -2 (1 '32)  r 
t z 1 t r t - -2 r  
Total 2u 2 u t . t 2u-2 . r 2~ at -- 2 9 2~ 2r 
t = 2cq - k r = O~ 1 - -  k 
Total des ar~tes des solutions = N. N = 2~-t(t -- r) = 2 I'-1 9 at 9 
Les poly6dres que nous examinons maintenant ont tous des faces im- 
paires. I1 s'agit encore de distinguer ceux qui ont des faces paires de ceux 
qui n'en ont pas. Convenons donc que: 
(a) Toutes lesfaces du polyOdre sont impaires. Dans ce cas % est pair, 
#, k et t sont impairs. Le groupe I n 'a que des solutions impaires, le groupe 
II des solutions paires, le groupe I I I  des solutions impaires . . . . .  On sait 
que dans le bin6me la somme des coefficients de rang impair est 6gale ~t 
celle des coefficients de rang pair. Il s'en suit qu'il y a autant de solutions 
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impaires que de solutions paires, 0 6tant compt6 au nombre des solutions 
paires. Mais cette dgalit6 subsiste si l'on muttiplie ces coefficients par un 
facteur constant our  pour former une combinaison lindaire, ll en r6- 
suite que les totaux des aretes de ces solutions sont encore 6gaux. 
(b) Le polykdre a des faces paires, une au minimum. Dans la num~ro- 
tation des faces, on fait en sorte que la derni6re, la face de rang a2, soit 
impaire tandis que la pr6c6dente, celle de rang #-  as - 1, est paire. 
Ainsi t est impair. I1 s'en suit que sur chaque ligne du tableau. 1, si l'une 
des solutions est impaire, l'autre est paire. 11 y a donc dgalit6 entre le 
hombre de solutions impaires et celui des solutions paires. 
On peut alors intervertir la face de base du poly6dre avec celle de 
rang # qui devient/~ son tour face de base, ainsi que nous l'avons fair 
dans l'exemple prdcitd. Les caract6res que nous avons alors mis en 6vi- 
dence se retrouvent int6gralement dans le cas g6n6ral de telle sorte que 
le total des ar~tes des solutions impaircs est encore 6gal/~ celui des so- 
lutions paires. 
I1 s'en suit que pour tous tes rdseaux cubiques tracds sur une sph6re 
le total des arfites de l'ensemble des solutions donne 
N-  ul " 2 ;t-1 
Si le polyadre prasente des faces impaires, peu importe leur nombre, 
il y a ~galit6 entre le nombre des solutions impaires et celui des solutions 
paires, 0 y compris, ce total valant 
1/2 N-  a I 9 2u-". 
Ce rdsultat d'une grande simplicit6 mdritait, nous semble-t-il, d'etre 
signal6. 
DEUXIEME PART IE  
Rdpartition des ArYtes des Solutions clans les diffOrents Groupes I, lI, III... 
Les faces des poly6dres que nous envisageons comptent au minimum 2 
et au maximum ao ar~tes. I1 va de soi que suivant le choix de la face de 
base qui a 6t6 op6r6, la r6partition des ar~tes des diff6rentes olutions 
clans les groupes I, II, I I I  .... d6finis plus haut, varie. Toutefois pour un 
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/z d6termin6, le total des ar&es de l 'ensemble des solutions demeure in- 
variable puisqu'i l  est 6gal ~ 2~ -1 9 a l .  
Rappelons en outre que le total des ar~tes des solutions du groupe I
est le nombre t et que k est le nombre des ar~tes qui l imitent la face de 
base. C'est celui qui figure dans le dernier groupe. On sait que k + t 
= 2al 9 
Voici donc cette r6partition: 
Groupes Nombre d'ar6tes par groupe 
Classe /t =3  cq=4 cq=6 ao=4 
I t 10 9 8 
II 12 12 12 
III k 2 3 4 
Total 24 24 24 
Classe / t=4 a~=5 at =9 %=6 
I t 16 15 14 13 12 
II 34 33 32 31 30 
IlI 20 21 22 23 24 
IV k 2 3 4 5 6 
Total 72 72 72 72 72 
Classe #=5 a2 :6  at = 12 ao=8 
I t 22 21 20 19 18 17 16 
II 68 66 64 62 60 58 56 
III 72 72 72 72 72 72 72 
IV 28 30 32 34 36 38 40 
V k 2 3 4 5 6 7 8 
Total 192 192 192 192 192 192 192 
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Groupes Nombre d'ar4tes par groupe 
1 t 
II 
III 
IV 
V 
VI k 
Total 
Classe t~ = 6 c~2 = 7 cq = 15 c~f, = 10 
28 27 26 25 24 23 22 21 20 
114 111 108 105 102 99 96 93 90 
176 174 172 170 168 166 164 162 160 
124 126 128 130 132 134 136 138 140 
36 39 42 45 48 51 54 57 60 
2 3 4 5 6 7 8 9 10 
480 480 480 480 480 480 480 480 480 
[ t 
11 
III 
IV 
V 
Vl 
VII k 
Classe #=7 c~ z= 8 ~ i= 18 ao = 12 
34 33 32 31 30 29 28 27 26 25 24 
172 168 164 160 156 152 148 144 140 136 132 
350 345 340 335 330 325 320 315 310 305 300 
360 360 360 360 360 360 360 360 360 360 360 
190 195 200 205 210 215 220 225 230 235 240 
44 48 52 56 60 64 68 72 76 80 84 
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
Total 1152 1152 1152 1152 1152 1152 1152 1152 1152 1152 1152 
Une Impossibi l i td 
Au d6but de cette 6rude nous pens ions pouvo i r  d6terminer  le nombre  
n de graphes R que renferme un graphe homog6ne de degr6 3 donn6. 
a b c 
1.2 1.2 3.2 
2.3 2.3 2.5 
2.4 2.5 2.7 
2.7 2.6 
PLANCHE 2 
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Finalement nous avons 6t6 oblig6 de reconna]tre que cela n'6tait pas 
possible avec la m6thode de Veblen. Nous allons en fournir la preuve 
en utilisant pour cela les 3 exemples que voici. Tous trois sont des poly6- 
dres qui appartiennent ~ la classe/~ = 6. lls ont 4 faces impaires et 3 
paires. Nous les d6signons par a, b, c. 
Ces exemples conduisent chacun/t 64 solutions du syst~me 1. Le total 
des ar~tes qui les composent est N = 480. Pour faciliter la comparaison 
que nous d6sirons faire, nous avons choisi comme face de base, ainsi que 
le montre la planche 2, une face limit6e par 2 ar~tes eulement. La r6par- 
tition de ces solutions et des ar~tes qui les composent, dans les diff6rents 
groupes, est la suivante. 
Groupe Nombre de solutions Total des ar~tes 
0 l 0 
I 6 28 
II 15 114 
III 20 176 
IV 15 124 
V 6 36 
VI 1 2 
Total 64 480 
I1 s'agit maintenant d'en examiner le ddtail. Ces exemples contituent 
une illustration parfaite de la th6orie que nous venons de d6velopper. 
Les 64 solutions du syst+me 1 comprennent 32 solutions impaires et 32 
solutions paires (0 y compris). 
N~480-- - -  15. 32= 15. 25 .
Le solutions impaires totalisent 240 ar~tes, comme du reste les solutions 
paires. Les totaux par groupes ont les m~mes dans les 3 cas. 
Ce qui diff6re par contre, c'est la r6partition dans les groupes des to- 
taux partiels relatifs aux solutions impaires et aux solutions paires. I1 y 
a parfois des compensations, mais ce qui nous para~t le plus important 
c'est qu'un m~me total partiel peut conduire/t des hombres de graphes R 
diff6rents. 
Nous avons d6sign6 par N ale total partiel par groupe des ar~tes des 
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so lut ions  impai res  et par  N2 celui des ar~tes des so lut ions  paires. Or  
dans  le groupe l l I ,  ce dern ier  tota l  108 caract6r ise 
6 graphes  R sur le poly~dre a, 
8 b, 
7 r 
Groupe Nombre d'ar~tes 
3 5 7 9 N1 0 2 4 6 8 10 N2 
Poly&lre a 
0 1 0 
i 2 2 20 2 8 
lI 2 2 4 60 2 4 1 54 
III 2 6 68 6 6 108 
IV 2 6 68 7 56 
V 2 2 24 2 12 
VI 1 2 
Total 2 4 10 16 240 1 1 2 4 17 7 240 
Polyddre b 
0 1 0 
I 2 2 16 2 12 
11 4 4 64 1 1 5 50 
1II 2 6 68 2 2 8 108 
1V 8 72 1 1 4 1 52 
V 4 20 2 16 
VI 1 2 
Total 2 6 6 18 240 1 1 2 6 13 9 240 
Poly&h'e c 
0 1 0 
I 2 2 24 2 4 
II 1 6 1 56 1 3 3 58 
III 2 6 68 1 4 7 108 
IV 4 4 64 2 1 4 60 
V 1 2 1 28 2 8 
Vl 1 2 
Total 4 16 12 240 1 3 3 3 8 14 240 
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Ce proc6d6 ne permet donc pas de d6terminer le nombre n de graphes 
R contenus dans un graphe homog6ne du degr6 3 donn4. 
Le tableau qui suit indique la r@artition des solutions. La moiti4 
de gauche a trait aux solutions impaires et ceIle de droite aux solutions 
paires. On compte en tout 
7 graphes R sur le poly6dre a, 
9 b, 
14 c. 
Le Greffage 
Dt~FINITION. Sur une ar6te d'un poly6dre, n'importe laqueUe on marque 
2 points que l'on consid6re comme 2 nouveaux sommets. En les r6unis- 
sant par une nouvelle ar6te, on cr6e une nouvelle face, partant un poly6dre 
dont la classe a augment6 d'une unit& 
EXEMPLE l. Appliquons cette d6finition au t6tra~dre 
/~ = 3, a 2 = 4, a 1 = 6, ao ---- 4. 
I1 renferme 3 graphes R, tous 3 du type I, et 3 graphes L. Nous repr6- 
sentons ces 2 types de graphes planche 3. 
PLANCHE 3 
Chaque ar~te du graphe homog6ne de degr6 3 de ce poly~dre se re- 
trouve sur 2 graphes R. 
Un premier greffage conduit 5. un poly6dre de la classe/~ = 4. Nous 
repr4sentons planche 4 les differ~nts graphes R qui en r6sultent. 
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On constate que lorsque le greffage a eu lieu sur une ar~te d'un graphe 
R, il a conduit ~ 2 nouveaux graphes R. Si par contre l'op&ation s'est 
effectufie sur une arete d'un graphe L il en est rdsultd qu'un seul nouveau 
graphe R. C'est d'ailleurs une constatation qui sera gdndrale. On est 
donc en pr6sence de 5 nouveaux graphes R, dont 4 sont dy type 1 et I du 
type I1. 
PLANCHE 4 
Chaque graphe R utilise 6 arates, cda fait donc 30 ar~tes en tout. 
Le graphe homog~ne de degr6 3 ayant 9 ar~tes, 6 d'entre elles appar- 
tiennent h 3 graphes R, les 3 autres h 4 graphes R. 
Nous allons procdder "5, un second greffage n utilisant pour cela une 
arate qui appartient ~ 3 graphes R. On est ainsi conduit/~ un poly~dre 
de la classe # -- 5: 
# - 5, a . ,=6 ,  ~t= 12, ao- -8 .  
Ce que nous venons de voir se maintient: chacun des 3 greffages ef- 
fectuds sur une arete d'un graphe R conduit /t 2 nouveaux graphes R, 
les deux autres effectuds ur une arete d'un graphe L ne donnant lieu 
qu'~t un seul nouveau graphe R. C'est que montre la planche 5. 
I~LANCttE 5 
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Un troisi6me greffage nous conduit/t un polybdre de la classe/~ = 6: 
#=6,  a2=7,  a 1= 15, ao----- 10. 
Mais avant d'y proc6der, une remarque s'impose. Les deux premiers 
greffages ont 6t6 op6rds sur des arStes du graphe R de la premi6re figure 
de la planche 3. Si pour le troisi~me on utilise une autre ar~te de ce m~me 
graphe R, il n'y a aucune raison pour que l'on ne retrouve pas sur le 
poly~dre de cette classe d'autres graphes R du type I. Ainsi la premiere 
figure de la Planche 6 pr6sente un poly6dre qui renferme 14 graphes R 
dont 8 sont du type Iet  6 du type II. 
Mais si le troisi6me greffage a lieu conformdment aux figures 2 et 3 de 
la planche 6, autrement dit en utilisant des ar~tes du graphe L, il n'y 
a plus aucun graphe R du type I. C'est la premi6re fois que l'on pr6sente 
un r6sultat si simple et si probant. 
PLANCHE 6 
Voyons encore un autre exemple n partant du poly6dre de la classe 
#=4.  
/~=4,  a 2=5,  a1=9,  a o=6.  
Ce poly~dre renferme 4 graphes R et par cons6quent 4 graphes L 
que nous repr6sentons planche 7. 
Des 4 graphes R, 3 sont du type Iet  1 du type IlI. 
R 
PLANCH~ 7 
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Trois greffage successifs conduisent/ i  un poly6dre de la classe/~ = 7: 
/~ = 7, a~ = 8, a 1 ~ 18, a0 12. 
Lg encore l 'on constate que si les trois greffages ont 6t6 effectu6s ur des 
arfites d'un graphe R du type I le graphe homog~ne de degr6 3 qui en 
r6sulte renferme encore des graphes R du type I. C'est ce que montrent 
les deux premieres figures de la planche 8. 
Si par contre le troisi~me greffage utilise une ar6te du graphe L, il n'y 
a plus de graphe R du type I. Les deux derni6res figures de la planche 8 
en sont la preuve. 
PLANCHE 8 
Ces exemples montrent l ' importance qu'il faut attacher au greffage 
lequel est un moyen et non but. II s'agissait de faire voir quand et pour 
quelles raisons un graphe homog~ne de degr6 3 li6 au plan ou ft. la sphere 
pouvait ne pas prdsenter de graphe R du type I. En pareil cas le poly~dre 
pr6sente n6cessairement des faces qui ont en commun deux arates fron- 
ti~res, si ce n'est plus. Or Errera dans son "cas difficile" a pr~cis6ment 
pos6 la condition que deux faces qui ont une fronti6re commune ne 
peuvent ~tre adjacentes que le long d'une seule arate. Nous sommes ainsi 
tout naturellement conduit /~ examiner des 
PolyOdres appartenant au ~ Cas difficile ~ de Errera 
Nous avons 6tudi6/l l'aide des 6quations de Veblen 40 poly~dres qui 
rentrent dans les classes/~ = 3 /i # = 8. Pour chacun d'eux nous avons 
relev6 le nombre de gr~phes R qu'ils renferment et class6s ce graphes R 
dans le divers types I, II, I I I .  Cela nous a permis de dresser le tableau T 
qui suit. 
Ace  propose nous devons noter que si le graphe R est du type I, il 
est d'un seul tenant, soit repr6sentd par un contour ferm6 unique. On 
peut le parcourir dans un sens ddtermin6 (peu importe lequel) en notant 
d'un indice 1, 2, 1, 2, ... les ar~tes ainsi rencontr6es. Les ar~tes d'indice 1, 
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comme du reste celles d' indice 2, forment un graphe L. Le graphe ho- 
mog~ne de degr6 3 est ainsi d6compos6 en 3 graphes L. L 'associat ion 
de ces derniers 2 ~ 2, conduit  ~t 3 graphes R qui sont soit du type I, 
soit du type II. 
S'il existe un graphe du type II, celui-ci comprend au moins 2 contours 
ferm6s que l 'on peut traiter ind6pendamment comme on la fait ci-dessus 
du graphe du type I. On aboutit  de cette fagon a 4 graphes L caract6ris6s 
par les indices 
1 1 2 2 
1 2 1 2 
Le nombre des graphes R qui en r6sultent est ainsi augment& 
Si le graphe R du type II comprend 3 contours ferm6s, la r6p&ition 
des op6rations pr6c6dantes conduit  aux graphes L caract6ris6s par  les 
indices 
1 1 1 2 1 2 2 2 
1 1 2 1 2 1 2 2 
1 2 1 1 2 2 1 2. 
Ce qui ne peut qu'augmenter  le nombre des graphes R des types I et II. 
TABLEAU T 
RI~PARTITION DES GRAPHES HOMOGENES DE DEGRI~ 2 CONTENUS DANS UN GRAPHE 
HOMOGENE DE DEGRI~ 3 APPARTENANT AU "CAs DIFFICILE". 
Nombre de faces du polybdre limit~es par Types de graphes R 
3 4 5 6 7 8 ar~tes I I1 III 
i t = 3 
1 4 3 
2 2 3 3 1 
3 2 2 2 3 2 
6 6 3 
#=6 
5 3 3 1 3 3 
6 2 2 2 1 3 3 
7 2 3 2 3 4 
8 1 3 3 6 3 
9 5 2 5 5 1 
6 
6 
7 
9 
11 
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Tableau T (suite) 
3 4 5 6 7 8 arftes I II III n 
# -= 7 
10 3 1 1 3 3 4 7 
11 2 2 3 1 3 4 7 
12 3 1 2 1 1 3 5 8 
13 4 4 3 5 8 
14 2 3 1 1 1 3 5 8 
15 2 4 2 3 7 10 
16 2 1 4 1 6 3 9 
17 2 2 2 2 6 3 1 10 
18 2 6 6 3 1 10 
19 1 4 1 2 6 3 3 12 
20 1 3 3 1 5 5 2 12 
21 4 4 7 1 4 12 
22 6 2 8 12 20 
/ t  ~-  8 
23 4 1 2 2 3 6 9 
24 4 2 2 1 3 6 9 
25 2 3 2 1 1 3 6 9 
26 2 2 4 1 3 6 9 
27 2 4 2 1 3 8 l l  
28 2 5 2 3 10 13 
29 3 6 6 6 12 
30 3 1 2 2 1 6 3 2 11 
31 2 2 3 1 1 6 3 3 12 
32 2 1 5 1 5 5 2 12 
33 1 4 2 1 1 5 5 5 15 
34 2 3 4 5 5 5 15 
35 1 2 5 1 7 1 4 12 
36 1 3 3 2 7 1 6 14 
37 4 4 1 8 5 4 17 
38 7 2 7 21 1 29 
39 5 2 2 9 8 4 21 
40 6 3 12 15 27 
